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I. LÝ DO CHỌN ĐỀ TÀI
Ở chương trình toán 8, 9 học sinh đã được biết các bài toán về giải phương trình nghiệm nguyên. Hơn nữa phương trình nghiệm nguyên là một mảng  rộng có rất nhiều trong các đề thi: Kiểm tra học kì (câu khó), học sinh giỏi ở các cấp, thi vào lớp 10 THPT, ….

Qua quá trình thực tiễn giảng dạy tôi thấy học sinh còn yếu trong định hướng, hay bế tắc, lúng túng về cách xác định dạng toán, phương hướng giải và chưa có nhiều phương pháp giải hay thể hiện được tư duy sáng tạo nhiều. Lý do chủ yếu của các vấn đề trên là các em chưa có hệ thống phương pháp, chưa tiếp cận nhiều và rèn kỹ năng giải dạng toán đó.

Đứng trước thực trạng ấy, là một giáo viên được phân công công tác bồi dưỡng học sinh giỏi, học sinh có định hướng thi chuyên toán tôi thấy:

- Số tiết dành cho nội dung này còn rất ít. Số lượng bài  tập phương trình nghiệm nguyên trong sách giáo khoa và sách bài tập hầu như không có, chủ yếu cũng chỉ là các bài tập ở mức độ dễ, còn các bài tập khai thác sâu nội dung này rất ít.

- Có nhiều giáo viên chỉ chú ý nêu nên một hướng giải các bài tập, hệ thống bài tập đưa ra còn rời rạc, chưa chú ý đến việc hướng dẫn học sinh nghiên cứu  thêm về các bài tập ở dạng tương tự hóa, khái quát hóa và đặc biệt hóa để khai thác và phát triển bài toán gốc.

- Đa số học sinh sau khi học xong các em không tự bắt tay vào làm lại, suy ngẫm lời giải, việc đọc sách và tìm hiểu tài liệu của các em còn  hạn chế.

- Phương trình nghiệm nguyên là chuyên đề rất rộng và khó việc xác định ranh giới dạy cho các em như thế nào để  đáp ứng được yêu cầu ra đề thi học sinh giỏi các cấp, thi công lập THPT hoàn toàn phụ thuộc vào kiến thức, hệ thống phương pháp, kinh nghiệm của người thầy đặc biệt hơn nữa là lòng nhiệt tình, sự hy sinh công sức của các thầy, cô.

Để tìm lời giải đáp, tôi đã bắt tay vào viết sáng kiến “Phân loại và cách giải một số dạng phương trình nghiệm nguyên” nhằm giúp học sinh của mình nắm vững các phương pháp giải, từ đó phát hiện phương pháp giải phù hợp với từng bài cụ thể ở các dạng toán khác nhau.

*) Khả năng áp dụng sáng kiến.


- Về phía học sinh: Khi được học về chủ đề "giải phương trình nghiệm nguyên"  các em học sinh tự tin khi cho về dạng toán này các em có thể chủ động để giải được bài.

- Về phía giáo viên: Sau khi có kết quả học sinh giỏi, thi vào trường THPT các em đa số làm được dạng toán này. Do đó tôi tin vào hiệu quả của sáng kiến.


- Về phía nhà trường: 

+ Tạo điều kiện, động viên giáo viên tích cực tham gia viết sáng kiến, đặc biệt những sáng kiến có chất lượng trong công tác mũi nhọn của nhà trường ‘‘bồi dưỡng học sinh giỏi’’

*) Lợi ích thiết thực của sáng kiến.


- Học sinh có hứng thú học tập hơn, khi gặp dạng toán phương trình nghiệm nguyên các em đã được trang bị đầy đủ kiến thức nên các em không còn cảm giác sợ và bỏ mà tìm mọi cách để giải quyết thật tốt bài toán với phương án tối ưu nhất.


- Rất nhiều học sinh đạt được điểm cao, tối đa trong các kỳ thi học sinh giỏi cũng như thi vào các trường THPT trong và ngoài tỉnh. Qua đó có nhà trường có nền tảng vững chắc trong công tác tuyển sinh các thế hệ học sinh tốt.

II. MỤC ĐÍCH NGHIÊN CỨU

Mục đích nghiên cứu là tạo ra được sự hứng thú say mê trong quá trình giảng dạy của thầy và học tập của trò. Kích thích , phát triển năng lực tư duy sáng tạo chủ động của học sinh qua quá trình học tập.Nhằm nâng cao chất lượng môn Toán, đặc biệt là chất lượng bồi dưỡng học sinh giỏi
III.ĐỐI TƯỢNG NGHIÊN CỨU 

Đối tượng nghiên cứu là các dạng phương trình nghiệm nguyên ở THCS

IV.ĐỐI TƯỢNG KHẢO SÁT, THỰC NGHIỆM

Đối tượng khảo sát,thực nghiệm là học sinh lớp 8 và nhóm học sinh giỏi toán 9 .


V.PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU

Sử dụng các phương pháp nghiên cứu bao gồm:

-Phương pháp quan sát

-Phương pháp đàmthoại

-Phương pháp phân tích

-Phương pháp tổng hợp

-Phương pháp khái quát hóa

-Phương pháp khảo sát thực nghiệm

VI.PHẠM VI VÀ KẾ HOẠCH NGHIÊN CỨU CỦA ĐỀ TÀI

1.Phạm vi nghiên cứu của đề tài: Chương trình sách giáo khoa và một số tài liệu khác

2.Thời gian thực hiện: Thực hiện trong năm học 2015-2016 và 2016-2017
Phần thứ hai: NHỮNG BIỆN PHÁP ĐỔI MỚI ĐỂ GIẢI QUYẾT VÁN ĐỀ

1.Cơ sở lý luận

Xuất phát từ thực tế nhiều năm liền tôi tham gia công tác bồi dưỡng đội tuyển học sinh giỏi và thi vào THPT xuất hiện dạng toán về giải phương trình nghiệm nguyên với xác suất cao. Nếu học sinh không được trang bị các phương pháp, khi học sinh đứng trước một bài toán, phải làm thế nào để định hướng được cho các em cách giải bài toán đó hợp lí nhất, cách để các em phát hiện được ra một bài toán có thể giải quyết bằng phương pháp phương trình nghiệm nguyên hay không. Hơn nữa trong phương trình nghiệm nguyên bao gồm rất nhiều phương pháp, phương pháp nào giải quyết được phương pháp nào không, lựa chọn  phương pháp nào để có lời giải ngắn gọn nhất, đặc biệt nên ưu tiên phương pháp mà mình có thể trình bày bài một cách có hiệu quả nhất. Đó chính là nội dung mà trong sáng kiến này tôi muốn truyền đạt đến bạn đọc. 


Theo xu thế của sự hội nhập, phát triển đặc biệt là ngành công nghệ ứng dụng ngày càng khẳng định được vị thế trên trường quốc tế là đào tạo ra lớp các thế hệ có năng lực tư duy sáng tạo, năng lực tự học, tự giải quyết vấn đề, năng lực tự quản lý, năng lực giao tiếp, năng lực hợp tác, năng lực tính toán ..., từ đó tác động đến tình cảm và đem lại niềm vui cho học sinh tạo hứng thú  trong học tập khẳng định bản thân, góp phần công sức nhỏ bé xây dựng một xã hội văn minh, giàu đẹp. Với cương vị là một giáo viên làm chuyên môn tôi mạnh dạn viết sáng kiến phương trình nghiệm nguyên trong công tác bồi dưỡng học sinh giỏi. Bằng năng lực bản thân, sự học hỏi đồng nghiệp và sự tâm huyết của bản thân để giúp các em được trang bị sâu và rộng hơn mảng kiến thức hay và khó đáp ứng được yêu cầu thi vào các trường THPT, chuyên ngày càng có sự đổi mới và mang tính thiết thực.  

*) Những đổi mới trong sáng kiến:

     Sáng kiến phân loại chi tiết, có cách nhận dạng, cung cấp các định lí, bài toán cơ bản để các em áp dụng một cách tự nhiên dễ hiểu.

Thông thường khi dạy về bài toán "giải phương trình nghiệm nguyên"  giáo viên thường chỉ dạy một vài bài cơ bản, không có phương pháp làm cụ thể. Nên khi học sinh gặp phải các đề thi học sinh giỏi huyện, tỉnh và đề thi vào trường chuyên thường là bỏ hoặc làm được còn ngộ nhận vì kiến thức phương pháp giải dạng toán còn hạn chế.


- Qua quá trình giảng dạy, nghiên cứu và áp dụng sáng kiến tôi thấy học sinh đã có những tiến bộ rõ rệt, khi  giáo viên đưa ra một số đề thi của những năm trước các em nắm được các phương pháp giải, do đó đã  vận dụng sáng tạo kiến thức được học và tìm được lời giải chính xác và ngắn gọn.      

 Để làm được điều đó giáo viên dạy học và kiểm tra, đánh giá kết quả học tập theo định hướng phát triển năng lực của học sinh cần bám sát về dạy học theo chủ đề, cụ thể ‘‘Sáng kiến giải phương trình nghiệm nguyên trong dạy học bồi dưỡng học sinh giỏi’’ dạy học theo chủ đề được thiết kế nhằm trang bị cho học sinh hệ thống lý thuyết, biên soạn các câu hỏi, các dạng bài tập phong phú từ dễ đến khó tạo điều kiện cho các em dễ dàng trong việc tiếp cận. Sau mỗi dạng bài của phương trình nghiệm nguyên đều có bài kiểm tra đánh giá năng lực của học sinh,  trong đó tôi chú trọng đến đánh giá kỹ năng thực hiện của học sinh.  

- Tôi thiết kế sáng kiến chủ đề ‘‘Giải phương trình nghiệm nguyên ’’ dưới dạng các tiết học theo cấu trúc của một bài học mới:

Hoạt động 1: Hoạt động trải nghiệm

Hoạt động 2: Hoạt động hình thành kiến thức, phương pháp

Hoạt động 3: Hoạt động thực hành

Hoạt động 4: Hoạt động bổ sung.

2. Thực trạng của vấn đề
Để đánh giá được khả năng của các em đối với dạng toán trên và có phương án tối ưu truyền đạt tới học sinh, tôi đã ra một đề toán cho 20 em học sinh khá giỏi lớp 9 năm học 2015- 2016 đến nay.

Bài 1: ( 6 điểm ) Tìm x, y 
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a) x + 2xy + y = 3, với x > y

 
b) 
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Bài 2: (4 điểm) Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình: x2 – 5y2 = 0

 Kết quả thu được như sau:         

	        D​ưới điểm 5
	 Điểm 5 – 8
	    Điểm 8 – 10

	SL
	%
	SL
	%
	SL
	  %

	   15 
	75
	 5
	25
	0
	   0


+ Qua việc kiểm tra đánh giá khi học sinh chưa được áp dụng sáng kiến vào quá trình giảng dạy tôi thấy học sinh không có phương pháp giải phương trình nghiệm nguyên đạt hiệu quả. Lời giải thường dài dòng, không chính xác, hiểu sai vấn đề đôi khi còn ngộ nhận. Cũng với những bài toán trên, nếu học sinh được áp dụng sáng kiến vào quá trình giảng dạy đã trang bị kỹ phần lý thuyết và các phương pháp giải phương trình nghiệm nguyên thì chắc chắn bài làm của các em sẽ có hiệu quả cao hơn rất nhiều.

+ Về phía giáo viên một số người cho rằng chỉ cần dạy cho học sinh thi vào THPT đạt được điểm 8 là hoàn thành nhiệm vụ, chính vì suy nghĩ đó nên một số giáo viên chưa chịu tìm tòi, suy nghĩ đào sâu kiến thức để trang bị cho các em một mảng kiến thức của phần chuyên đề trong đó phải kể đến phương trình nghiệm nguyên để các em đạt được kết quả cao hơn trong các kỳ thi học sinh giỏi, chuyên, THPT từ đó mở ra cho các em nhiều cơ hội hơn trong quá trình học tập; cũng như lòng say mê nghiên cứu khoa học muốn được tìm tòi, sáng tạo góp phần xây dựng đất nước ngày một phồn vinh và phát triển.

3. Giải pháp, biện pháp thực hiện
3.1. Nhắc lại định nghĩa, định lí, tính chất và kiến thức liên quan giải phương trình nghiệm nguyên.

      Học sinh cần được trang bị thật tốt và hệ thống kiến thức sau:

1. Định nghĩa phép chia hết:

 a, b 
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q, r 
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 Z  sao cho  a = bq + r   với 0 
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          Nếu r = 0 
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Nếu r
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2. Một số tính chất chia hết: 
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a, b, c, d 
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Nếu a 
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 0 thì a 
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 a và 0 
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Nếu a 
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 b và b 
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Nếu a 
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 b và b 
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 a = ( b

Nếu a 
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 b và a 
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 BCNN(a,b)
Nếu a 
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 b , a 
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 c  và  (b,c) = 1 
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 (b,c)

Nếu a 
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3. Một số định lí thường dùng.

          Nếu a 
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c và b 
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 (a ( b) 
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Nếu a 
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 c và b 
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Nếu a 
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 bn ( n nguyên dương)

* Một số hệ quả áp dụng:

+ 
[image: image49.wmf]"

a, b 
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 Z và n nguyên dương ta có (an – bn) 
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 (a – b)

+ 
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a, b 
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 Z và n chẵn (n nguyên dương) ta có (an – bn) 
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 (a + b)

+ 
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a, b 
[image: image56.wmf]Î

 Z và n lẻ (n nguyên dương) ta có (an + bn) 
[image: image57.wmf]N

 (a + b)

4. Các dấu hiệu chia hết cho 2, 3, 5, 8, 9, 11....

5. Thuật toán Ơ-clit mở rộng. (Tìm ước chung lớn nhất của 2 số a, b)
6. Phương trình ax2 + bx + c = 0

  Nếu có nghiệm nguyên là x0 thì c
[image: image58.wmf]M

 x0
7. Số 2 là số nguyên tố chẵn duy nhất.

8. Phương trình được đưa về dạng f(x).g(x) = k với f(x) và g(x) là các đa thức hệ số nguyên. Ta phân tích k ra thừa số nguyên tố rồi giải các hệ phương trình.
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   với m.n = k.

9. Phương trình đối xứng các ẩn của x, y, z.....Khi tìm nghiệm nguyên dương không làm mất tính tổng quát ta có thể giả sử  1 ( x ( y ( z (.....

10. Sử dụng tính chất về chia hết của số chính phương 
  Số chính phương không tận cùng bằng 2, 3, 7, 8. 

  Số chính phương chia hết cho số nguyên tố p thì chia hết cho p2. 

  Số chính phương khi chia cho 3, cho 4 chỉ có thể dư 0 hoặc 1. 

  Số chính phương chia cho 5, cho 8 thì số dư chỉ có thể là 0; 1 hoặc 4. 

  Số chính phương lẻ chia cho 4 hoặc 8 thì số dư đều là 1. 

  Lập phương của một số nguyên chia cho 9 chỉ có thể dư 0; 1 hoặc 8. 

  Không tồn tại số chính phương nằm giữa hai số chính phương liên tiếp.

11. Bất đẳng thức Cô - si: 
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Với  
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       Đẳng thức xảy ra 
[image: image62.wmf]Û
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3.2. Khai thác các phương pháp giải phương trình nghiệm nguyên 

Có rất nhiều dạng phương trình nghiệm nguyên để giải được phương trình nghiệm nguyên đòi hỏi người học phải khai thác tốt kiến thức áp dụng vào việc giải từng dạng của phương trình nghiệm nguyên bằng phương án tối ưu nhất thể hiện thật tốt tư duy sáng tạo của các em.

3.2.1- Biến đổi phương trình đưa được về dạng ax + b = 0 (a, b 
[image: image63.wmf]Î

Z)
Phương pháp giải:
+ Giải phương trình
+ Tìm nghiệm nguyên (x
[image: image64.wmf]Î

Z).

Ví dụ 1 : Tìm tất cả các cặp số nguyên (x, y) thỏa mãn đẳng thức:

y(x – 1) = x2 + 2


(1)

(Đề thi tuyển sinh vào 10 trường Đại học Quốc gia 2000-2001)

* Phương pháp giải:

+ Trường hợp 1: Nếu 
[image: image65.wmf]1

x
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 thì phương trình (1) trở thành:

0y = 3 (vô nghiệm)

+ Trường hợp 2: Nếu 
[image: image66.wmf]1
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 thì phương trình (1) trở thành:


[image: image67.wmf]2
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Với 
[image: image68.wmf]xZ
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, để phương trình (1) có nghiệm nguyên (x, y) thì 
[image: image69.wmf]3

1

Z

x

Î

-


Hay x – 1 là ước của 3, ta có:

	x - 1
	- 3
	- 1
	1
	3

	x
	- 2
	0
	2
	4

	y
	- 2
	- 2
	6
	6


* Nhận xét: Coi (1) là phương trình ẩn y (x tham số) thì phương trình (1) đưa được về dạng: ax = - b. Để giải phương trình (1), ta lưu ý trường hợp 2  phương trình (1) chỉ có nghiệm nguyên 
[image: image70.wmf]1
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Việc giải phương trình tìm x, y không còn là vấn đề khó khăn đối với học sinh khá, giỏi nữa.

Khai thác bài toán trong ví dụ 1 nếu phương trình nhận được là phương trình bậc hai khuyết bậc 1 (chứa tham số) để các em khai thác sâu kiến thức hơn nữa:

Ví dụ 2: Tìm tất cả các cặp số nguyên (x, y) thỏa mãn đẳng thức:




(y + 2)x2 + 1 = y2


(2)

* Phương pháp giải :


Xét phương trình (2) 
[image: image71.wmf](
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[image: image72.wmf]22
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+ Trường hợp 1: Nếu y = - 2 thì phương trình (2) có dạng: 


0x2 = 3 (phương trình vô nghiệm)


+ Trường hợp 2: Nếu 
[image: image73.wmf]2
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 thì phương trình (2) có dạng:



[image: image74.wmf]2
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Để phương trình (2) có nghiệm nguyên (x, y) thì điều kiện cần 
[image: image75.wmf]3(2)
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, ta có:

	y + 2
	- 3
	- 1
	1
	3

	Y
	- 5
	- 3
	- 1
	1

	x2
	- 8
	- 4
	0
	0

	X
	
	
	0
	0


Vậy nghiệm nguyên của phương trình (2): (x, y) 
[image: image76.wmf]{(0;1);{0;1}
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* Nhận xét: Coi phương trình (2) là phương bậc hai ấn x và khuyết bậc một (y đóng vai trò là tham số), nên phương pháp giải tương tự ví dụ 1 nếu đặt:   x2 = a do đó để tìm x các em tìm x2 không âm (trường hợp 2). Qua đó xét thấy nếu phát hiện ra được dạng cơ bản của phương trình thì việc áp dụng phương pháp giải chỉ còn là rèn kỹ năng trình bày bài làm cho các em.

Ví dụ 3: Tìm m 
[image: image77.wmf]Î

 N để phương trình (2m + 1)x = 4m3 – 4m2 – m + 7 có nghiệm nguyên.
* Phương pháp giải : 
Xét phương trình: (2m + 1)x = 4m3 – 4m2 – m + 1   (1)

Vì m 
[image: image78.wmf]Î

 N nên 2m + 1 
[image: image79.wmf]0
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, do đó phương trình (1) có nghiệm:
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Có 2m2 – 3m + 1 
[image: image81.wmf]Î

 Z với 
[image: image82.wmf]mN
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 nên để x 
[image: image83.wmf]Î

 Z thì 
[image: image84.wmf]7(21)
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Vì m 
[image: image85.wmf]Î

 N nên giải phương trình 2m + 1 = 1 hoặc 2m + 1 = 7

Vậy m 
[image: image86.wmf]Î

 {0; 3} thì phương trình (1) có nghiệm nguyên.

* Nhận xét: Với m 
[image: image87.wmf]Î

 N phương trình (1) có nghiệm 
[image: image88.wmf]32
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, thực hiện phép chia đa thức một biến đã sắp xếp 
[image: image89.wmf]2
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. Do đó để tìm giá trị x nguyên lại dẫn về giải phương trình tìm m thỏa mãn yêu cầu bài toán.

3.2.2 Ứng dụng của phương trình bậc hai trong tìm nghiệm nguyên: 

* Phương pháp giải: Tương tự phương pháp 4.2.1
*Ví dụ 1: Tìm m 
[image: image90.wmf]Î

 N để phương trình:
   
[image: image91.wmf](
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có 2 nghiệm nguyên.
* Phương pháp giải: 

Xét phương trình:  
[image: image92.wmf](
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+ Với m = 0 phương trình (1) không có 2 nghiệm nguyên

+ Với m 
[image: image93.wmf]¹

 0 phương trình (1), có:


[image: image94.wmf]2
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Vì m 
[image: image95.wmf]Î

 N nên (3m - 2)2 là số chính phương nên phương (1) có hai nghiệm phân  biệt 
[image: image96.wmf]3
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 - Để phương trình có 2 nghiệm nguyên thì  
[image: image97.wmf]2
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Vì  m 
[image: image98.wmf]Î

 N 
[image: image99.wmf]Þ

 m = 1 hoặc m = 2 thỏa mãn điều kiện (*).

* Nhận xét: - Khi đưa ra ví dụ 1 hầu hết các em biến đổi phương trình (1) về dạng bậc một với  m là ẩn (x là tham số) mx(x + 3) = - 2(x + 3) và giải rất tốt. 

- Còn khi khai thác bằng phương pháp 4.2.2 một ứng dụng của phương trình bậc hai ẩn x (m tham số) các em thấy được việc định hướng tư duy cần được đào sâu suy nghĩ giúp các em có sự tìm tòi, khai thác sâu kiến thức. 


Biết cách phân tích đề bài sẽ giúp các em tiếp cận bài toán theo đúng hướng và có nhiều sáng tạo trong giải toán cụ thể như qua ví dụ sau:

*Ví dụ 2: Tìm a 
[image: image100.wmf]Î

 N để phương trình 
[image: image101.wmf]22
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 có hai nghiệm nguyên không lớn hơn 8
* Phương pháp giải: 

Xét phương trình: x2 - (4a + 1)x + 4a2 + 2a = 0              (1)

Có 
[image: image102.wmf]22
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Phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt: 
[image: image103.wmf]2
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Ta có: 2a + 1 > 2a với 
[image: image104.wmf]a
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Để phương trình có 2 nghiệm nguyên không lớn hơn 8 thì:

2a + 1 < 8 
[image: image105.wmf]4
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Vậy a 
[image: image106.wmf]Î

 N nên a 
[image: image107.wmf]Î

 {0; 1; 2; 3} thì phương trình có hai nghiệm nguyên không lớn hơn 8.

* Nhận  xét: Đây là phương trình bậc hai ẩn x (a tham số). Tính giá trị của 
[image: image108.wmf]1

D=

 để kiểm tra ngay được số nghiệm của phương trình (1), sử dụng công thức nghiệm của phương trình bậc hai tìm được x = 2a hoặc x = 2a + 1. Để cả hai nghiệm này là hai nghiệm nguyên không lớn hơn 8, xét thấy 2a < 2a +1 nên bài toán chỉ còn lại một trường hợp tìm a 
[image: image109.wmf]Î

 N để 2a < 8 (tránh được việc chia bài toán thành nhiều trường hợp lỗi học sinh hay mắc phải tốn quá nhiều thời gian và công sức trong giải toán).

Qua việc giải bài toán trên các em lại rút ra thêm được một ứng dụng lý thú nữa việc giải phương trình bậc hai tìm nghiệm nguyên.

Ví dụ 3: Tìm nghiệm nguyên của phương trình: x2 – (y + 5)x + 5y + 2 = 0  (3)
(Thi thử vào 10 của một huyện năm 2014-2015)

* Phương pháp giải

Xét phương trình: x2 – (y + 5)x + 5y + 2 = 0





[image: image110.wmf]Û

x2 – (y + 5)x + 5y + 2 = 0 (y là tham số)

 Giả sử phương trình bậc 2 có 2 nghiệm x1, x2 

 Theo định lý Viet, ta có : 
[image: image111.wmf]12
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image112.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image113.wmf]12
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( 5x1 + 5x2 – x1x2 = 23

( (x1 - 5)(x2 - 5) = 2 mà 2 = 1.2 = (-1).(-2)

( x1 + x2 = 13 hoặc x1 + x2 = 7 ( y = 8 hoặc y = 2

Thay vào phương trình (3) ta tìm được các cặp số (7; 8); (6; 8); (4; 2); (3; 2) là các nghiệm nguyên của phương trình.

* Nhận xét: Trong lời giải không thấy tính giá trị của biểu thức 
[image: image114.wmf]D

 mà dựa  vào yêu cầu của bài toán tìm nghiệm nguyên của phương trình nên đã giả sử phương trình có nghiệm nguyên áp dụng hệ thức vi – ét có mối quan hệ của 2 nghiệm từ đó dẫn đến phương trình hệ quả biến đổi về dạng phương trình tích tìm được các nghiệm nguyên. Chú ý rằng khi giả sử phương trình có nghiệm và giải phương trình hệ quả tìm ra được giá trị nguyên x, y mới chỉ dừng lại ở điều kiện cần cho nên phải thay x, y tìm được vào phương trình đã cho (điều kiện đủ) nếu thỏa mãn mới được kết luận nghiệm nguyên của phương trình.

+ Hoặc sau khi tìm  giá trị y kiểm tra qua điều kiện:S2 
[image: image115.wmf]4
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[image: image116.wmf](
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thỏa mãn rồi kết luận nghiệm phương trình (3)

Ví dụ 4: Tìm các cặp số nguyên (x; y) thỏa mãn 
[image: image117.wmf]22
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(Đề thi chuyên toán Nguyễn Trãi 2013-2014)

* Phương pháp giải:

Phương trình (1) 
[image: image118.wmf]22
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Tồn tại x 
[image: image119.wmf]22
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Do y là số nguyên nên 
[image: image121.wmf]0,1,2
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Vậy các cặp số nguyên cần tìm là S = {
[image: image123.wmf](0;0),(2;0),(4;2),(6;2)

}

 Khai thác tốt ứng dụng của phương trình bậc hai là chìa khóa vàng trong việc 

tìm lời giải cho phương trình nghiệm nguyên.

Ví dụ 5: Tìm m nguyên để phư​ơng trình sau có ít nhất một nghiệm nguyên:              

               
[image: image124.wmf]22
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                            (4) 
(Đề thi chuyên toán Nguyễn Trãi 2009-2010)

* Phương pháp giải:

Xét phương trình: 
[image: image125.wmf]22
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           (4)

Điều kiện để ph​ương trình có nghiệm: 
[image: image126.wmf]'0
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image129.wmf]560(2)(3)0
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. Vì (m - 2) > (m - 3) nên: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image131.wmf]20 
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[image: image135.wmf]Þ

 m = 2 hoặc m = 3.

+ Trường hợp 1: Khi m = 2 
[image: image136.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image137.wmf]'
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[image: image138.wmf]Þ

x = -1 (thỏa mãn)

+ Trường hợp 2: Khi m = 3 
[image: image139.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image140.wmf]'
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[image: image141.wmf]Þ

 x = - 1,5 (loại).

Vậy m = 2 phương trình (4) có ít nhất một nghiệm nguyên

* Nhận xét: Phương trình (1) là phương trình bậc hai ẩn x (m là tham số), điều

 kiện cần để phương trình (1) có nghiệm : 
[image: image142.wmf]'0
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 (tìm tập giá trị của f(m)).

 Với m tìm được thay vào phương trình (1) (điều kiện đủ) để kiểm tra rồi kết

 luận nghiệm cho bài toán

3.2.3 – Khai thác phân tích đa thức thành nhân tử đưa dạng phương trình tích, tìm nghiệm nguyên.

Phương pháp: - Đưa phương trình về dạng f1(x, y).f2(x, y)...fn(x, y) = a1a2...an

                        - Xét các trường hợp xảy ra nghiệm nguyên của phương trình

Ví dụ 1: Tìm nghiệm tự nhiên của phương trình xy – 4x = 35 – 5y           (1)
* Phương pháp giải: 

Xét phương trình xy – 4x = 35 – 5y 


(1)
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Vì x, y 
[image: image144.wmf]N
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 nên x + 5 
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Mặt khác, theo phương trình (1’) x + 5 phải là ước tự nhiên của 15, ta có: 
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    hoặc 
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Vậy phương  trình (1) có nghiệm nguyên (x, y) 
[image: image150.wmf]{(0;7);(10;5)}
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* Nhận xét: Dựa tính chất của x, y 
[image: image151.wmf]N

Î

 nên x + 5 
[image: image152.wmf]5
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 nên để giải phương trình (1’) chỉ xét riêng 2 trường hợp là đủ. Cần chú ý tìm đủ các ước của 15 và dùng phương pháp loại trừ để xét.

Ví dụ 2: Tìm số nguyên x, sao cho : 
[image: image153.wmf]2
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 với p là số nguyên tố.

* Phương pháp giải: 

Theo bài ra: 
[image: image154.wmf](
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mà x, (x + 1) là số nguyên liên tiếp nên 
[image: image155.wmf](
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[image: image156.wmf]Þ

 p là số chẵn. 

Mặt khác p là số nguyên tố nên p = 2 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image159.wmf](
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 x = 1 hoặc x = - 2 (thỏa mãn).

* Nhận xét: Phát hiện ra được tính chất của số nguyên tố p là tích của hai số nguyên liên tiếp do đó p là số chẵn nên phát hiện ngay p = 2. Với p = 2 mới là điều kiện cần phải thay trở lại phương trình để giải tìm x thỏa mãn yêu cầu bài toán.
Ví dụ 3: Tìm nghiệm nguyên của phương trình: x + 2xy + y = 3, với x > y

(Đề thi HSG lớp 9 huyện Lâm Thao – Phú Thọ 2009-2010)

* Phương pháp giải: 

Ta có: x + 2xy + y = 3 
[image: image160.wmf](12)32(12)26
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Vì x > y nên 2x + 1 > 2y +1. Với x, y là các số nguyên và 7 là số số nguyên tố, nên: 7 = 7.1 = (-1).(-7) ta được:
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Từ đó tìm được hai cặp nghiệm (x, y) 
[image: image164.wmf]{(3; 0); (-1; -4)}
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* Nhận xét: Ở cách giải này, chúng ta đã linh hoạt đưa được phương trình đã cho về dạng phương trình ước số và để xuất hiện nhân tử (2y + 1) đã nhân cả hai vế của phương trình với 2, do đó vế trái của phương trình đưa được về dạng tích. Khai thác tốt giả thiết x > y nên bài toán chỉ còn đi xét hai trường hợp tránh được việc xét bài toán thành bốn trường hợp và áp dụng cách tìm ước của một số nguyên tố.

Ví dụ 4: Tìm nghiệm nguyên của phương trình: x2 + xy + y2 = x2y2         (4)



(Đề thi tuyển sinh vào 10 ĐHQG 2003-2004)

* Phương pháp giải:

Cách 1: Biến đổi phương trình về dạng:

    4x2 + 4xy + 4y2 = 4x2y2
( 4x2 + 8xy + 4y2 = 4x2y2 + 4xy + 1 - 1

( (2x + 2y)2 = (2xy + 1)2 – 1

( (2xy + 1)2 – (2x + 2y)2 = 1

( (2xy + 1 – 2x – 2y)(2xy + 1 + 2x + 2y) = 1

( 
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Vậy nghiệm nguyên của phương trình là S = {(0; 0), (1; - 1), (- 1; 1)}


Cách 2: Xét phương trình:  x2 + xy + y2 = x2y2                       (4)





      ( (x + y)2 – xy = x2y2
 Đặt a = x + y, b = xy (a, b
[image: image169.wmf])
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. Phương trình (4) có dạng:




b2 + b – a2 = 0


(4’)
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Để phương trình (4) có nghiệm nguyên thì 
[image: image171.wmf]2
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 là số chính phương, nên:



4a2 + 1 = k2 (k 
[image: image172.wmf])

N

Î



     (  (k – 2a)(k + 2a) = 1

Ta có bảng sau:

	k – 2a
	1
	- 1

	k + 2a
	1
	- 1

	a
	0
	0


Thay a = 0 vào phương trình (4’), ta có:



b2 + b = 0


     ( b(b + 1) = 0
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+ Trường hợp 1: Với a = 0; b = 0 thì 
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+ Trường hợp 2: a = 0, b = - 1 thì 
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11

xyx

xyy

+==

ìì

Û

íí

=-=-

îî

 hoặc 
[image: image176.wmf]1

1

x

y

=-

ì

í

=

î


* Nhận xét: Với hướng tiếp cận theo cách 1 các em biết vận dụng linh hoạt phương pháp phân tích đa thức thành nhân tử để đưa về dạng phương trình tích. Còn cách 2 các em thấy được vai trò của x, y như nhau trong phương trình (4) nên bằng phương pháp đổi biến đưa về dạng phương trình bậc hai ẩn b (a là tham số) để khai thác ứng dụng của phương trình bậc hai trong giải phương trình nghiệm nguyên. Số đông  các em tiếp cận bài toán theo cách 2.


Quan sát vào kết quả tìm được nếu thay đổi cách hỏi của ví dụ 4 ta có bài toán mới nhưng lời giải vẫn hoàn toàn tương tự:

Chứng minh phương trình sau không có nghiệm nguyên dương:





x2 + xy + y2 = x2y2

Khai thác thật tốt các phương pháp phân tích đa thức thành nhân tử để giải quyết phương trình nghiệm nguyên:

Ví dụ 5: 

Tìm nghiệm nguyên của phương trình:




      2xy2 + x + y + 1 = x2 + 2y2 + xy

(Đề thi HSG cấp huyện năm 2013-2014)

* Phương pháp giải:


Xét phương trình: 2xy2 + x + y + 1 = x2 + 2y2 + xy





( 2xy2 + x + y - x2 - 2y2 – xy = - 1





( (x – x2) + (2xy2 – 2y2) + (y – xy) = - 1





( - x(x – 1) + 2y2(x - 1) – y(x – 1) = - 1

( (x - 1)(2y2 – y – x) = - 1

( (x - 1)(- 2y2 + y + x) = 1


(6’)

Do x, y là các số nguyên vế trái của phương trình (6’) là hai số nguyên. 

Mà  1 = 1. 1;  1 = - 1. (- 1) 


Để giải phương trình (6’) bài toán chia thành 2 trường hợp, ta có:
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         Giải hệ phương trình ta tìm được hai nghiệm của phương trình đã cho (x,y) là:  (2; 1); (0; 1)

* Nhận xét: Khi gặp phương trình có vẻ phức tạp như phương trình (6) làm nhiều em mất định hướng hoặc sẽ làm phức tạp hóa vấn đề, nhưng nếu thật tỉ mỉ và nhìn đơn giản hơn thì việc đưa phương trình (6) về dạng phương trình tích bằng phương pháp nhóm hạng tử, đặt nhân tử chung là việc làm trong tầm tay của các em một bài toán tưởng chừng là khó nhưng lại hóa dễ. 

3.2.4 – Phương trình bậc nhất hai ẩn trở nên:
* Phương pháp giải

- Tách phần nguyên rút một ẩn theo ẩn còn lại ẩn (rút ẩn có phần hệ số giá trị tuyệt đối nhỏ hơn theo ẩn còn lại).

*Ví dụ 1: Giải phương trình nghiệm nguyên 3x + 4y = 29
* Phương pháp giải:: 

Xét phương trình: 3x + 4y = 29 
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Vì x, y 
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 2 – y = 3t (t 
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* Nhận xét: Bằng cách rút một ẩn theo ẩn còn lại có x = 
[image: image189.wmf]294
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 nhận thấy bậc của tử lớn hơn bậc của mẫu tìm cách tách tử thành tổng trong đó có bộ phận chia hết cho mẫu, áp dụng điều kiện cần và đủ để tìm nghiệm nguyên nên (2- y) phải chia hết cho 3. Nghiệm nguyên tìm được biểu thị theo công thức nghiệm phụ thuộc tham số mới với t 
[image: image190.wmf]Î
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Qua ví dụ 2 và 3 khai thác và tổng quát được một bài toán lý thú sau:

* Ví dụ 2: Trên đường thẳng 8x – 13y + 6 = 0, hãy tìm các điểm nguyên (là điểm có tọa độ là số nguyên) nằm giữa hai đường thẳng x = - 10 và x = 50.

(Trích đề thi thử vào 10 của một huyện năm 2015-2016)

* Phương pháp giải:


Xét phương trình: 8x – 13y + 6 = 0 




    
[image: image191.wmf]Û

8x – 13y = - 6                  (1)

Phương trình (1) có nghiệm tổng quát là: 
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Để  các điểm (x0, y0) có tọa độ nguyên nằm trên đường thẳng (1) thỏa mãn nằm giữa hai đường thẳng x = - 10 và x = 50 thì:

-10 < x0 < 50


[image: image193.wmf]Û

- 10 < 13t – 30 < 50
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20 < 13t < 50


(với t
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(x0, y0) 
[image: image199.wmf]{(-4;2);(9;6);(22;14);(35;22);(48;30)}
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Vậy có 5 điểm có tọa độ nguyên thuộc đường thẳng (1) và nằm giữa hai đường thằng x = - 10 và x = 50: (x0, y0) 
[image: image200.wmf]{(-4;2);(9;6);(22;14);(35;22);(48;30)}
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* Nhận xét: Sau khi biểu diễn được họ nghiệm nguyên của phương trình  bằng phương pháp đồ thị để học sinh quan sát nghiệm của phương trình  là tập hợp các điểm nằm trên đường thẳng 8x – 13y + 6 = 0 nhưng không phải là tất cả các điểm thuộc đường thẳng mà được giới hạn những điểm có hoành độ lớn hơn 10 và nhỏ hơn 50 (chỉ cho học sinh quan sát phần còn lại của đường thẳng mà các điểm thỏa mãn nằm trên nó).  Bằng phương pháp kẹp  tìm được các giá trị của tham số t
[image: image201.wmf]Z
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cho nên việc chỉ ra các nghiệm nguyên thỏa mãn bài toán không còn là việc khó khăn nữa.

*Ví dụ 3: Tìm các nghiệm nguyên của phương trình:

6x + 15y + 10z = 3



(3)

* Phương pháp giải: 

Xét phương trình: 6x + 15y + 10z = 3



(3)

Để phương trình (3) có nghiệm nguyên thì điều kiện cần 10z
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Mà (10; 3) = 1 nên z
[image: image203.wmf]3
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. Đặt z = 3k (k
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Khi đó phương trình (3) có dạng: 

2x + 5y + 10k = 1




(*)
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2x + 5y = 1 – 10k
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image208.wmf]Û

y = 1 – 2t

     x = - 5k – 2(1 – 2t) + t = 5t – 5k – 2

     z = 3k

Vậy nghiệm nguyên của phương trình là: 

(5t – 5k – 2; 1 – 2t; 3k), với k, t là các số nguyên tùy ý.

* Nhận xét: Để giải phương trình nghiệm nguyên bậc nhất ba ẩn dựa vào tính chất chia hết của các hạng tử trong phương trình (3) đặt z = 3k (k
[image: image209.wmf])
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, đưa dạng phương trình (*) có hệ số chứa biến tương ứng có giá trị tuyệt đối nhỏ hơn. Khi đó, phương trình (*) là phương trình bậc một hai ấn x, y (k tham số) có hệ số (2; 5) = 1 nên phương trình có nghiệm nguyên. Xét thấy trong phân số 
[image: image210.wmf]1
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 có hệ số biến y là: - 1 nên sau khi đặt 
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 không cần biểu thi theo tham số mới nào nữa.

3.2.5 – Nhận xét về ẩn số trong phương trình nghiệm nguyên

3.2.5.1. Sắp thứ tự toàn phần cho các ẩn

 
 Khi phương trình đối xứng với các ẩn x, y, z, ..., không mất tính chất tổng quát ta thường giả sử x 
[image: image212.wmf]£
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 z 
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... để thu hẹp miền xác định của bài toán (vai trò của các ẩn phải giống nhau)
Ví dụ 1 : Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình : x + y + z = xyz    (1). 

* Phương pháp giải:

    Do các ẩn x, y, z có vai trò bình đẳng trong phương trình nên có thể sắp xếp thứ tự giá trị của các ẩn, chẳng hạn:1
[image: image215.wmf]£

 x 
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 y 
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   Do đó xyz = x + y + z 
[image: image218.wmf]£

 3z 

Chia hai vế của bất đẳng thức xyz 
[image: image219.wmf]£

 3z cho số dương z ta được xy 
[image: image220.wmf]£

 3. 

Do đó xy 
[image: image221.wmf]Î

(1; 2; 3(
 Với xy = 1, ta có x = 1, y = 1. Thay vào (1) được 2 + z = z (loại)

 Với  xy = 2, ta có x = 1, y = 2. Thay vào (1) được z = 3

 Với xy = 3, ta có x = 1, y = 3. Thay vào (1) được z = 2 (loại) vì trái với sắp xếp y 
[image: image222.wmf]£

 z.

Vậy nghiệm nguyên dương của phương trình (1) là các hoán vị của (1 ; 2 ; 3).

* Nhận xét: Xét thấy vai trò của các biến x, y, z là như nhau trong phương trình nên không mất tính chất tổng quát giả sử z là số nguyên dương lớn nhất nên phát hiện ra bất đẳng thức mới xyz < 3z, dễ thấy z nguyên dương nên xy<3, kết hợp điều kiện x, y nguyên dương nên xảy ra các khả năng quay trở lại giải các phương trình nghiệm nguyên cơ bản. Dựa vào điều kiện các ẩn giới hạn miền xác định của ẩn. Chú ý tìm được bộ ba số nguyên thỏa mãn đề bài nhưng vai trò của các biến là giống nhau nên sẽ nhận được các hoán vị các biến x, y, z cũng thỏa mãn yêu cầu đề  bài.


Dựa vào nhận xét trên ta có ví dụ sau:

Ví dụ 2 : Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình : 
[image: image223.wmf]111
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       (2) 
* Phương pháp giải:

 Do vai trò bình đẳng của x, y, z trong phương trình nên có thể sắp xếp thứ tự giá trị của các ẩn, chẳng hạn x ≤ y ≤ z. Ta có : 
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Thay x = 1 vào (2) ta có : 
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Suy ra : y = 1
[image: image228.wmf]Þ
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 = 0 (vô lí)  hoặc y = 2  
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z = 2. 

Vậy nghiệm nguyên dương của phương trình (3) là các hoán vị của (1; 2; 2).

* Nhận xét: Đây là một bài toán quen thuộc, để giải phương trình này ta dùng phương pháp ước lượng - đánh giá một ẩn hoặc một số ẩn để nhận được phương trình mới có số ẩn ít hơn.  

Cũng có thể  giải phương trình 
[image: image233.wmf]111
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đưa về dạng phương trình ước số:           (y - 2)(z - 2) = 4 


Đây là một bài toán rất quen thuộc đối với các em nếu thay đổi giá trị của 2 trong vế phải của phương trình (2), ta xét bài toán tổng quát sau:

Tìm a nguyên để phương trình sau: 
[image: image234.wmf]111
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 có nghiệm nguyên dương

Vậy là không quá khó khăn với các em bằng cách quy nạp toán học không hoàn toàn chỉ ra a 
[image: image235.wmf]{1; 2; 3}
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 phương trình (2) có nghiệm nguyên dương.

Ví dụ 3: Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình:





5(x + y + z + t) + 10 = 2xyzt                 (3)

* Phương pháp giải:

Xét  phương trình: 5(x + y + z + t) + 10 = 2xyzt

(1)

Vì vai trò của các ẩn x, y, z, t là bình đẳng nên không mất tính chất tổng quát giả sử 
[image: image236.wmf]1
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     5(x + y + z + t) 
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5(x + y + z + t) + 10 
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Hay 2xyzt 
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* Trường hợp 1: t = 1, phương trình (1) có dạng: 

5(x + y + z) + 15 =2xyz 


[image: image248.wmf]55515
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Lại có: 
[image: image249.wmf]2
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+ Với z = 1, ta có:  5(x + y) + 20 = 2xy 


[image: image251.wmf]Û

(2x - 5)(2y - 5) = 65


[image: image252.wmf]Û

(x, y) 
[image: image253.wmf]Î

 {(35; 3), (9; 5)}
+ Với z = 2; z = 3 phương trình không có nghiệm nguyên.

* Trường hợp 2: t  = 2, ta có: 
[image: image254.wmf]2
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  nên z = 2. 

Vì 
[image: image255.wmf]2
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 nên t = 2, do đó biến đổi phương trình (1) có dạng :

(8x – 5)(8y – 5) = 265

Vì 
[image: image256.wmf]1
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 nên 8x – 5 
[image: image257.wmf]³

 8y - 5
[image: image258.wmf]³

 8.2 – 5 = 11

Mà 265 không viết được dưới dạng tích của hai số nguyên dương lớn hơn 11 nên t = 2 phương trình không có nghiệm.

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là:

 (x, y, z, t) 
[image: image259.wmf]{(35; 3; 1; 1); (9; 5; 1; 1)}
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 và các hoán vị của chúng.

* Nhận xét: Khi bắt gặp phải một phương trình có chứa nhiều biến học sinh thường thấy hoang mang, kinh nghiệm ở đây là các em phải quan sát nhận ra được phương trình (1) là phương trình bậc một đối với tập hợp các biến x, y, z, t và vai trò của các biến đó là giống nhau. Khai thác bài tìm nghiệm nguyên dương nên các nghiệm tìm được (nếu có) phải nhỏ hơn hoặc bằng 1, nên không mất tính chất tổng quát các em có quyền sắp thứ tự cho các nghiệm đó rồi sử dụng phương pháp chặn để tìm ra được giá trị của biến và kết luận.

3.2.5.2 - Sắp thứ tự từng phần cho các ẩn trong trong trình nghiệm nguyên


Ở một số phương trình nghiệm nguyên ta quan tâm đến một ẩn bằng cách phân chia tập hợp số của ẩn đó thành các tập hợp con rời nhau. Sau đó giải phương trình tìm nghiệm nguyên trong từng tập hợp đó.


Ta thường sử dụng những nhận xét sau: Với X, Y nguyên, a, n nguyên dương

a) Nếu Xn < Yn < (X + a)n thì Yn = (X + i)n  với i = 1,2,..., a – 1.

b) Nếu X(X + 1) < Y(Y + 1) < (X + a)(X + a + 1) thì 

Y(Y + 1) = (X + i)(X + i + 1)  với i = 1,2,..., a – 1.

c) Không tồn tại số nguyên Y sao cho Xn < Yn < (X + 1)n.

d) Không tồn tại số nguyên Y sao cho X(X + 1)<Y(Y + 1)<(X + 1)(X + 2).

Ví dụ 1: Tìm tất cả các nghiệm nguyên của phương trình
x3 + x2 + x + 1 = y3 

(Bài tự luyện đăng trên tạp chí Toán học và tuổi  trẻ 2010)

* Phương pháp giải:

Ta thấy x2 + x + 1 > 0 với mọi x 

Nên x3 < y3
- Xét hai trường hợp :

+ Trường hợp 1 : 

Với y = x + 1. Ta có : x3 + x2 + x + 1 = (x + 1)3
Giải phương trình trên : 2x2 + 2x = 0 nên x1 = 0 ; x2 = - 1

+ Trường hợp 2 : y > x + 1. Ta có : x3 + x2 + x + 1 > (x + 1)3    

Giải bất phương trình trên : 2x(x + 1) < 0

Nên – 1 < x < 0 (loại)

Kết luận : x = 0 thì y = 1 ; x = - 1 thì y = 0.

* Nhận xét: Để giải được bài tập này, ta cần quan sát kỹ hai vế của phương trình nhận thấy vế phải của phương trình có dạng y3 còn vế trái của phương trình là tổng của x3 với bình phương thiếu của một tổng (luông dương) nên rút ra ngay được mối quan hệ x < y. Khai thác giả thiết x, y nguyên kết hợp x < y bài toán chia thành hai trường hợp y = x + 1 hoặc y > x + 1 dẫn đến việc giải phương trình, bất phương trình một ẩn tìm ra kết quả.

      Ví dụ 2: Tìm nghiệm nguyên của phương trình: 
[image: image260.wmf]634
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* Phương pháp giải:
  Ta thấy: x = 0, y = ( 1 là nghiệm nguyên của phương trình.

  Với x > 0 ta có:


[image: image261.wmf]326363432323
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 ( vô lý ).

  Với x ( - 2 thì : 
[image: image262.wmf]32432323
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 ( vô lý ).

  Với x = - 1 thì : 
[image: image263.wmf]4
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. ( vô lý ).

Vậy phương trình đã cho có hai cặp nghiệm nguyên là ( 0; 1 ); ( 0; -1 ).

* Nhận xét: Với y nguyên vế phải của phương trình là số chính phương (y2)2, sử dụng nguyên lý kẹp so sánh vế trái của phương trình x6 + 3x3 + 1 với (x3+1)2, (x3 + 2)2. Vì x là số nguyên nên có thể xảy ra khả năng x = 0; x > 0; 
[image: image264.wmf]2
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Sử dụng nhận xét trên đi xét các ví dụ 3 và 4:

Ví dụ 3: Tìm tất cả  các cặp số nguyên (x, y) thỏa mãn đẳng thức:

(x + 1)4 – (x – 1)4 = y3                    (1)

(Đề thi tuyển sinh vào 10 chuyên ĐHQG)

* Phương pháp giải: 

Biến đổi phương trình (1) tương đương với: 

[(x + 1)2 – (x - 1)2] [(x + 1)2 + (x - 1)2] = y3
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+ Nếu 
[image: image266.wmf]1
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 thì 8x3 < 8x3 + 8x < (2x + 1)3

[image: image267.wmf]Û

8x3 < y3 < (2x + 1)3 nên không tìm được giá trị y nguyên 

+ Nếu 
[image: image268.wmf]1
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 và (x, y) là nghiệm của phương trình thì (- x, - y) cũng là nghiệm, mà 
[image: image269.wmf]1
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 nên mâu thuẫn.

+ Nếu x = y = 0 thì là nghiệm duy nhất của phương trình

* Nhận xét: Trước tiên cần phải biến đổi được phương trình (1) trở thành 
[image: image270.wmf]33
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. Nhận thấy vế trái và vế phải của phương trình đều là bậc ba một ẩn, do đó sử dụng nguyên lý kẹp và xét các khả năng của biến để điều đó xảy ra.


Tương tự ví dụ 3 ta khai thác kiến thức bài toán trong ví dụ 4:

      Ví dụ 4: Tìm nghiệm nguyên của phương trình: 
[image: image271.wmf]2244
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* Phương pháp giải:

Khai triển và rút gọn hai vế ta được:
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 Nếu x > 0 thì từ 
[image: image273.wmf]222
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 không là số chính phương nên (1) không có nghiệm nguyên.

 Nếu x < - 1 thì từ 
[image: image275.wmf]222
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suy ra (1) không có nghiệm nguyên.

  Nếu x = 0 hoặc x = - 1 thì từ (1) suy ra: 
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  Vậy phương trình có 4 nghiệm nguyên là 

(x, y) 
[image: image277.wmf]Î
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* Nhận xét: Vế phải phương trình (1) luôn luôn lớn hơn bằng 1 với y nguyên nên    x2 + x + 1 
[image: image279.wmf]1
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          đi hết tất cả các khả năng của x, y xảy ra.
3.2.6  Dựa vào tính chất chia hết giải phương trình nghiệm nguyên

   + Dựa vào đặc điểm của phương trình để phát hiện tính chia hết của một ẩn.

   + Để chứng minh phương trình không có nghiệm nguyên thì có thể sử dụng tính chất chia hết: Chỉ ra tồn tại số nguyên m sao cho hai vế của phương trình khi cùng chia cho m có số dư khác nhau.

Ví dụ 1: Tìm các nghiệm nguyên của phương trình: 




x2 + 17y2 + 34xy + 51(x + y) = 1740                       (1)

(Đề thi tuyển sinh vào 10 chuyên ĐHSP Hà Nội năm 2005-2006) 
* Phương pháp giải: 


Xét phương trình: x2 + 17y2 + 34xy + 51(x + y) = 1740                  (1)

                                  
[image: image282.wmf]Û

17(x2 + 2xy + y2) + 51(x + y) – 1734 = 6 – x2     (1’)

Xét thấy vế trái của phương trình (1’) chia hết cho 17. Để phương trình (1) có nghiệm nguyên thì vế phải của phương trình (1’) chia hết cho 17 

hay(6 – x2) 
[image: image283.wmf]M

 17     (*)

+ Đặt x2 = 17k + r (k, r 
[image: image284.wmf];016
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Vì 17 là số nguyên tố nên x = 17q + s (q, s 
[image: image285.wmf];016
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suy ra x2 và s2 có cùng số dư khi cùng chia cho 17 nên không có s nào thỏa mãn (*).

Vậy phương trình đã cho không có nghiệm nguyên.

* Nhận xét: Bằng quan sát phương trình (1) các em phát hiện ra được có nhiều hạng tử của phương trình (1) chia hết cho 17 nên phương trình (1) bằng phép biến đổi tương đương có dạng phương trình (1’). Để phương trình (1) có nghiệm nguyên thì áp dụng tính chất chia hết nên vế phải của phương trình (1’) phải chia hết cho 17. Dựa vào phần lý thuyết x và x2  có cùng số dư khi chia cho cùng một số nguyên tố nên không tìm được s nào thỏa mãn điều kiện (*)

Ví dụ 2 : Tìm tất cả các số nguyên x, y, z thỏa mãn: 

3x2 + 6y2 + 2z2 + 3y2z2 – 18x = 6   (1)

(Đề thi tuyển sinh lớp 10 THPT chuyên tỉnh Phú Yên 2009-2010)

* Phương pháp giải: 

Đưa phương trình (1) về dạng: 3(x – 3)2 + 6y2 + 2z2 + 3y2z2 = 33   (1)

Suy ra z2 
[image: image286.wmf]3
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, nên z = 0 hoặc z = 
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+ Xét z = 0 
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Nếu y = 0 thì (x – 3)2 = 11 (loại)

Nếu 
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Nếu 
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[image: image297.wmf]2
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Vậy (x; y; z) 
[image: image298.wmf]{(0;1;0);(6;1;0)}
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* Nhận xét: Chúng  ta đã biết, với một bài toán thì có rất nhiều hướng tư duy khác nhau, từ đó sẽ hình thành ra các cách giải khác nhau. Nhận thấy vế trái của phương trình (1) có thể biến đổi về dạng tổng của các số không âm xuất hiện những hạng tử chia hết cho 3. Với bài toán này, sử dụng tính chất chia hết và phát hiện thấy các hạng tử của cả hai vế là các số không âm do đó kết hợp cùng với phương pháp chặn thì lời giải sẽ rất ngắn gọn và dễ hiểu. 

Sử dụng phương pháp chia hết và dựa vào bổ đề điều kiện cần và đủ ta khai thác bài toán:

Ví dụ 3 : Tìm nghiệm nguyên của phương trình : 

2y(2x2 + 1) – 2x(2y2 + 1) + 1 = x3y3       (*)

(Đề thi chọn HSG môn toán lớp 9 tỉnh Thái Bình năm học 2012-2013)

* Phương pháp giải:

Biến đổi phương trình  (*) trở thành;
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Do x, y nguyên nên vế trái của phương trình (2) là số nguyên, suy ra vế phải của (2) nguyên khi và chỉ khi 2xy – 1 
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Từ (1) ta có xy lẻ, suy ra 
[image: image302.wmf]{1;3}
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+ Với xy = 1, thay vào (1) ta có x – y = 0, suy ra x – y = 0 nên x = y = 1 hoặc x = y = - 1

+ Với xy = - 3, thay vào (1) ta có x – y = 2, suy ra x = y + 2 nên y(y +2) = -3 (phương trình này vô nghiệm).

Vậy các cặp số nguyên thỏa mãn là (1; 1); (-1; -1).

  * Nhận xét: Quan sát vế trái của phương trình thấy hai hạng tử đầu có mối liên hệ phân tích được thành nhân tử , vế phải của phương trình (1) dùng hằng đẳng thức cũng phân tích được thành nhân tử nhưng chưa xuất  hiện được nhân tử chung của cả hai vế. Trong bài này, để làm xuất hiện nhân tử chung của cả hai vế 2xy – 1 nên  đã nhân cả hai vế của phương trình (1) với 8 nên đưa được phương trình (*) về dạng tích. Nếu chỉ dừng lại ở như vậy thì bài toán chia thành nhiểu trường hợp và giải quá dài dòng, dùng ngay nhận xét x, y nguyên nên 2xy – 1 
[image: image303.wmf]0
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, nên chia cả hai vế của của phương trình cho 2xy – 1 nhận được phương trình (2). Vế trái của phương trình (2) nguyên quay trở lại bài toán cơ bản. Mặt khác dựa vào tính chất chẵn của vế trái phương trình (2) phát hiện xy lẻ nên loại được xy chẵn.

Ví dụ 4: Tìm các số nguyên x, y thỏa mãn đẳng thức:

x3 + x2y + xy2 + y3 = 4(x2 + y2 + xy + 3)                  (1)

(Tạp chí Toán học và tuổi trẻ năm 2012)

* Phương pháp giải:

(1) 
[image: image304.wmf]32
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Đặt x + y = a; xy = b (a, b 
[image: image305.wmf]Î

 Z). Khi đó phương trình (1) trở thành:

     a3 – 2ab – 4a2 + 4b = 12


[image: image306.wmf]32
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+ Trường hợp a = 2 không thỏa mãn

+ Trường hợp a 
[image: image307.wmf]2
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Do a, b nguyên vế trái phương trình (2) nguyên nên :

   a - 2 
[image: image309.wmf]Î
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    Giải ra được:

- Với a = 4; b = - 3 
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   hệ phương trình không có nghiệm nguyên

- Với a = 0; b = 3 
[image: image311.wmf]0
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   hệ phương trình vô nghiệm

- Với a = - 8; b = 30 
[image: image312.wmf]8
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   hệ phương trình vô nghiệm

Vậy không có các số nguyên x, y nào thỏa mãn phương trình (1).

     * Nhận xét:
 Trong bài toán trên dùng phương pháp đổi biến đặt x + y = a; xy = b (a, b 
[image: image313.wmf]Î

 Z) biến đổi phương trình trở thành: a3 – 2ab – 4a2 + 4b = 12. Coi b là ẩn còn a là tham số nên phương trình biến đổi thành: 
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2(2)412

baaa

-=--

 nên khéo léo rút 2b theo ẩn còn lại quay trở lại bài toán cơ bản.

Ví dụ 5 :  Chứng minh rằng không tồn tại các bộ ba số nguyên (x; y; z) thỏa mãn đẳng thức:

        x4 + y4 = 7z4 +5 

(Đề thi vào 10 trường THPT chuyên KHTN, ĐHKHTN, ĐHQG Hà Nội)

* Phương pháp giải: 

Giả sử tồn tại các số nguyên x, y, z thỏa mãn:

 x4 + y4 = 7z4 + 5


[image: image315.wmf]4444
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Sử dụng bổ đề số chính phương chia cho 8 có số dư lần lượt là 0; 1; 4.

Do đó x4, y4, z4 chia 8 có số dư lần lượt là 0; 1, nên  vế trái của phương trình (1) x4 + y4 + z4 có số dư là 0; 1; 2; 3; vế phải của phương trình (1): 8z4 + 5  chia cho 8 dư 5 nên mâu thuẫn với (1).

Vậy không tồn tại bộ số nguyên (x, y, z) nào thỏa mãn đẳng thức. 

* Nhận xét: Nhận thấy trong phương trình đã cho các biến x, y, z cùng bậc 4, áp dụng bổ đề đồng dư thức số chính phương chia cho 8 có dư 0; 1; 4 nên x4, y4, z4 chia 8 có số dư lần lượt là 0; 1, xét thấy vế trái và vế phải của phương trình (1) chia cho 8 có số dư khác nhau nên mâu thuẫn với (1), kết luận không có bộ ba số nguyên x, y, z nào thỏa mãn bài toán.

3.2.7 – Sử dụng phương pháp lùi vô hạn khi giải phương trình nghiệm nguyên

Ví dụ 1: Tìm nghiệm nguyên của phương trình x2 = 7y2      (1) 
* Phương pháp giải: 
Giả sử (x0; y0) là nghiệm của (1) thì :

 x02 - 7y02 = 0 
[image: image316.wmf]Þ

 x0 chia hết cho 7,     

 Đặt x0 = 7x1 (x1 
[image: image317.wmf]Î

¢

), ta có : 

      49x12 - 7y02 = 0 


[image: image318.wmf]Û

 7x12 - y02 = 0 


[image: image319.wmf]Þ

y0 chia hết cho 7.  Đặt y0 = 7y1  (y1
[image: image320.wmf]Z

Î

). 

Từ đó ta có : 7x12 - 49y12 = 0 
[image: image321.wmf]Û

 x12 - 7y12 = 0. 

    Vậy nếu (x0 ; y0) là nghiệm nguyên của (1) thì 
[image: image322.wmf]00
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 cũng là nghiệm nguyên của (1). Tiếp tục lập luận tương tự, ta có 
[image: image323.wmf];
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với k nguyên dương bất kì, cũng là nghiệm nguyên của (1) hay x0 và y0 đều chia hết cho 7k với mọi k là số nguyên dương tùy ý. Điều này chỉ xảy ra khi và chỉ khi x0 = y0 = 0. 

Vậy phương trình (1) có nghiệm nguyên duy nhất là x = y = 0. 

* Nhận xét: Với phương pháp lùi vô hạn nên áp dụng để giải phương trình nghiệm nguyên bậc cao đối với các biến có cùng bậc.

Ví dụ 2: Tìm bộ bốn số (x, y, z, t) nguyên không âm thỏa mãn: 

x2 + y2 + z2 + t2 = x2y2z2

(2)

(Đề thi vô địch toán Áo 1985)

* Phương pháp giải:


Giả sử (x0, y0, z0, t0) là các nghiệm của phương trình (2)

Ta có:  x02 + y02 + z02 + t02 = x02 y02 z02
+) Trường hợp 1: Nếu x0, y0, z0 cùng lẻ thì x02,y02, z02 có chữ số tận cùng là1;5; 9

nên x02, y02, z02 chia cho 4 cò cùng số dư là 1, do đó: x02 y02 z02 chia 4 dư 1

suy ra: x02 + y02 + z02 chia 4 dư 3

hay x02 + y02 + z02 + t02  chia 4 dư 0 hoặc 3 (mâu thuẫn (2))

+) Trường hợp 2: Nếu hai trong 3 số: x0, y0, z0 cùng lẻ thì x02, y02, z02 bao giờ cũng tồn tại một số chia hết cho 4 nên x02 y02 z02 
[image: image324.wmf]4
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      suy ra x02 + y02 + z02 chia 4 dư 2 

      hay x02 + y02 + z02 + t02 chia 4 dư 2 hoặc 3 (mâu thuẫn (2)).

+ )Trường hợp 3: Nếu hai trong 3 số: x0, y0, z0 có một số lẻ thì x02 y02 z02 
[image: image325.wmf]4
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         suy ra x02 + y02 + z02 chia 4 dư 1

         hay x02 + y02 + z02 + t02 chia 4 dư 1 hoặc 2 (mâu thuẫn (2))

+ )Trường hợp 4: Nếu x0, y0, z0 cùng chẵn.

    Đặt x0 = 2x1, y0 = 2y1, z0 = 2z1 thì phương trình (2) có dạng:


4x21 + 4y21 + 4z21 + t20 = 64 x21 y21 z21
      suy ra t0
[image: image326.wmf]2

M

. Đặt t0 = 2t1 phương trình (2) có dạng:

x21 + y21 + z21 + t21 = 16 x21 y21 z21
      suy ra (x21 + y21 + z21 + t21) 
[image: image327.wmf]8
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      suy ra x1, y1, z1, t1 chia hết cho 2

Như vậy 
[image: image328.wmf]0000

(,,,)

2222

kkkk

xyzt

cũng là nghiệm với mọi k 
[image: image329.wmf]N

Î


Điều này chỉ xảy ra khi  x0 = y0 = z0 = t0 = 0

  * Nhận xét: Bằng quy nạp toán học và sử dụng phương pháp lùi vô hạn giải được phương  trình nghiệm nguyên. Đây là một dạng bài tập tương đối khó với học sinh nên trong hướng dẫn giáo viên cần để học sinh có thời gian tìm tòi, suy ngẫm rút ra các kết luận cần thiết phục vụ cho việc giải quyết bài toán.

   Ví dụ 3: Tìm nghiệm nguyên của phương trình: 
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      (3)

      * Phương pháp giải:

 Giả sử 
[image: image331.wmf](
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 là nghiệm nguyên của phương trình khi đó 
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Đặt 
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 khi đó: 
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. Vậy 
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 cũng là nghiệm của phương trình (3)
 Quá trình này tiếp tục thì được: 
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 là các nghiệm nguyên của (3) với mọi k nguyên dương điều này chỉ xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image342.wmf]000
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Vậy phương trình đã cho có nghiệm nguyên duy nhất là ( 0; 0; 0 )

* Nhận xét: Dựa vào tính chất các hạng tử trong phương trình (3) nên để phương trình (3) có nghiệm nguyên thì x3 
[image: image343.wmf]3
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 mà 3 nguyên tố nên 
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 (với giả sử 
[image: image346.wmf](
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 là nghiệm nguyên của phương trình (3)). Biến đổi phương trình (3) về dạng: 
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 nên áp dụng phương pháp lùi vô hạn chứng tỏ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = y = z = 0.
3.2.8 – Đưa về phương trình tổng giải phương trình nghiệm nguyên. 

Dạng 1: fk1(x, y) + fk2(x, y) + ... + fkn(x, y) = ak1 + ak2 + ... + akn

trong đó:      k, a1, a2, an 
[image: image348.wmf]Z
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f1(x, y) + f2(x, y) + ... + fn(x, y) 
[image: image349.wmf]Z
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Xét mọi trường hợp xảy ra tìm nghiệm thích hợp.

Dạng 2: 
[image: image350.wmf]222
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trong đó: 
[image: image351.wmf](i1,2,...,n)
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 là các đa thức hệ số nguyên; ai là các số nguyên dương, k là số tự nhiên. 

Ví dụ 1: Tìm các số nguyên x và y thỏa mãn:

 5x2  + 2xy + y2 – 4x – 40 = 0

(1)

(Đề thi tuyển sinh vào 10 THPT chuyên Phan Bội Châu, Nghệ An  2011-2012)

* Phương pháp giải:

Xét phương trình: 5x2  + 2xy + y2 – 4x – 40 = 0

(1)

        
[image: image352.wmf]222

22

(2)(441)41

()(21)41

xxyyxx

xyx

Û+++-+=

Û++-=


Vì x, y 
[image: image353.wmf]Î

 Z nên (x + y)2; (2x - 1)2 là các số nguyên  không âm nên:

41 = 52  + 42
Lại có, (2x - 1) là số nguyên lẻ nên:
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Giải hệ suy ra được 4 cặp số nguyên (x, y) cần tìm là:
 (3; 1), (3; -7); (- 2; 6); (- 2; - 2 ).

* Nhận xét: Biến đổi phương trình (1) về dạng tổng bình của các biểu thức chứa biến với hệ số dương đưa về dạng tổng. Do x, y nguyên nên viết 41 dưới dạng tổng của các số chính phương kết hợp với phương pháp đồng nhất và tính lẻ của 2x – 1 đã xét được hết các khả năng  của bài toán xảy ra.  


Nhiều bài toán trước khi đưa về dạng để áp dụng được phương pháp giải cần phải thông qua một số phép biến đổi tương đương để biến đổi bài toán gốc về dạng quen thuộc và giải, ta có bài toán mới sau:

Ví dụ 2: Tìm các số tự nhiên có 2 chữ số 
[image: image355.wmf]xy

 sao cho:
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(Đề thi chọn học sinh giỏi vòng I TP Hải Dương, năm học 2014-2015)
* Phương pháp giải:
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Vì 
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 và 
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 là các số chính phương. Mà 53 thì chỉ có thể viết về dạng tổng có 2 số chính phương như sau: 

53 = 4 + 49


[image: image360.wmf]Û

 Có 2 trường hợp xảy ra: 
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 mà x, y là chữ số 
[image: image362.wmf](

)

(

)

{

}

,6;4

xy

ÞÎ

 


[image: image363.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

{

}

2

2

84915;1

1;5

34

xx

II

y

y

ì

ì

-=Î

ïï

Û

íí

Î--

ï

+=

ï

î

î

(loại do x, y là chữ số)

( Hoặc học sinh loại trường hợp (II) do y + 3 > 2 do 
[image: image364.wmf]yN
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Vậy 
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Ví dụ 3: Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình:


3x2 + 2y2 + z2 + 4xy + 2xz = 26 – 2yz


(3)

* Phương pháp giải:


Xét phương trình: 3x2 + 2y2 + z2 + 4xy + 2xz = 26 – 2yz

(3)


[image: image366.wmf]Û

x2 + (x2 + 2xy + y2) + (x2 + y2 + z2 + 2xy + 2xz + 2yz) = 26
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x2 + (x + y)2 + (x + y + z)2 = 26





(3’)

Vì x, y, z nguyên dương nên 
[image: image368.wmf]1
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mà 26 = 12 + 32 + 42
Do đó, chỉ có một khả năng xảy ra để phương trình (3) có nghiệm nguyên
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Vậy phương trình có nghiệm nguyên dương duy nhất (x, y, z) =(1; 2; 1)

* Nhận xét: Sử dụng hằng đẳng thức (a + b)2 biến đổi phương  trình (3) về dạng phương trình tổng (3’). Vì x, y, z nguyên dương nên có tính chất sắp thứ tự 
[image: image370.wmf]1
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 đây là một nhận xét vô cùng quan trọng mà 26 chỉ có một cách viết duy nhất dưới dạng tổng của ba số chính phương nên bài toán chỉ có một khả năng xảy ra. 

   Ví dụ 4: Tìm nghiệm nguyên của phương trình:  
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(Đề thi HSG tỉnh 2011-2012)
* Phương pháp giải: 
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Xét phương trình: 
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Biến đổi phương trình đã cho, ta được: 
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Vì x, y nguyên 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image376.wmf](
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nên 
[image: image378.wmf](

)

2

2

y

-

 là số chính phương và chia hết cho 8 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image380.wmf](
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+ Trường hợp 1: 
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  Do 156 không chính phương nên trường hợp này vô nghiệm


+ Trường hợp 2: 
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Do 126 không chính phương  nên trường hợp này vô nghiệm

+ Trường hợp 3: 
[image: image383.wmf](
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Ta được:  
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Vậy nghiệm nguyên (x; y) của phương trình là: (-5; 10); (-17; 10); (-1; -6) và (11; -6)

* Nhận xét: Để biến đổi phương trình đã cho về dạng tổng không phải bao giờ cũng thuận lợi kinh nghiệm ở đây ta nên khéo léo chọn một biến là biến chính, biến còn lại là biến phụ và tìm cách biểu thị đủ cho biến chính trước. Ví dụ trong bài tập này biến đổi phương trình đã cho trở thành:

         mA2(x, y) + nB2(x) + kC2(y) = t (m, n, k, t là các số nguyên không âm ) 

3.2.9 – Vận dụng tính chất chữ số tận cùng

Ví dụ 1 : Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình 

                     1! + 2! + ... + x! = y2  


(1) 

* Phương pháp giải

 Cho x lần lượt bằng 1 ; 2 ; 3 ; 4, ta có ngay 2 nghiệm nguyên dương (x; y) của phương trình (1) là: (1; 1) và (3; 3). 

 Nếu x > 4 thì dễ thấy k! với k > 4 đều có chữ số tận cùng bằng 0.

 1! + 2! + 3 ! + 4! + 5! + ... + x! = 33 + 5! + ... + x! có chữ số tận cùng bằng 3. 

Mặt khác vế phải là số chính phương nên không thể có chữ số tận cùng là 3. 

Vậy phương trình (1) chỉ có hai nghiệm nguyên dương: (x ; y)
[image: image386.wmf]Î

{(1; 1);   (3; 3)}. 

* Nhận xét: Với y nguyên dương vế phải của phương trình (1) là một số chính phương nên gợi ý các em phát hiện ra được chữ số tận cùng là 0, 1, 4, 5, 6, 9. Do đó bằng nhận xét tìm chữ số tận cùng của x! bằng quy nạp toán học.

Ví dụ 2 : Tìm x, y nguyên dương thỏa mãn phương trình : 

                         x2 + x - 1 = 32y + 1  


(2) 


* Phương pháp giải:
Cho x các giá trị từ 0 đến 9, dễ dàng xác định được chữ số tận cùng của:       
   x2 + x – 1 chỉ nhận các giá trị 1; 5; 9. Mặt khác, ta thấy 32y + 1 là lũy thừa bậc lẻ của 3 nên chữ số tận cùng của nó chỉ có thể là 3 hoặc 7 khác với 1; 5; 9. 

  Vậy (2) không thể xảy ra. Nói cách khác, phương trình (2) không có nghiệm nguyên dương. 

* Nhận xét: Tương tự xét chữ số tận cùng của hai vế phương trình 2.

Bài toán này cũng có thể giải bằng phương pháp sử dụng tính chất chia hết. 

Ví dụ 3: Tìm nghiệm nguyên của phương trình:




2x6 – 2x3y + y2 = 64


(3)

(Thi tuyển sinh vào 10 chuyên ĐHSP ngoại ngữ Hà Nội năm 2002-2003)

* Phương pháp giải: 

Đặt x3 = t (t 
[image: image387.wmf]Î

 Z) phương trình (3) có dạng;

2t2 – 2ty + y2 = 64
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Vì y, t nguyên nên (2t – y)2; y2 có chữ số tận cùng là 0; 1; 4; 5; 6; 9 

mà tổng của hai số chính phương có tận cùng là 8, nên chỉ ra trường hợp:

 (2t – y)2; y2 có chữ số tận cùng là 4. Hơn nữa, tổng của hai số chính phương 
(2t – y)2; y2 bằng 128 nên chỉ xảy ra trường hợp hai số chính phương bằng nhau cùng bằng 64:
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+ Trường hợp 1: Nếu y = 8 thì (2y – t)2 = 64
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+ Trường hợp 2: Nếu y = - 8 thì (2y + 8)2 = 64
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Phương trình đã cho có 4 nghiệm: (x, y) 
[image: image392.wmf]{(2; 8); (0; 8); (0; - 8); (- 2; - 8)}
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* Nhận xét: Có thể viết 128 dưới dạng tổng của hai số chính phương, nhưng trong bài toán này bằng phương pháp xét chữ số tận cùng của tổng hai số chính phương thì lời giải sẽ ngắn gọn hơn.  

3.2.10 – Áp dụng bất đẳng thức 
Phương pháp: Sử dụng các bất đẳng thức quen thuộc để đánh giá một vế của phương trình không nhỏ hơn (hoặc không lớn hơn) vế còn lại. Muốn cho hai vế bằng nhau thì bất đẳng thức phải trở thành đẳng thức.
Ví dụ 1: Tìm nghiệm nguyên của phương trình: x2 – xy + y2 = 3
* Phương pháp giải:

     Ta có x2 – xy + y2 = 3 ( (x- 
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thay vào phương trình tìm x và thử lại, ta được các nghiệm  nguyên của phương trình là:

 (x, y) 
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    * Nhận xét: Nhận thấy phương trình bậc hai đổi với biến x, y, chọn x là biến (y là tham số) nên phương trình (1) có dạng f2(x, y) = g(y). Dựa vào phương pháp đánh giá tìm tập giá trị đa thức g(y).

+ Cách 2: Đưa về dạng phương trình bậc hai có chứa tham sổ để giải phương trình nghiệm nguyên.


Khai thác bài toán ví dụ 1 ta có bài toán sau;

Ví dụ 2: Tìm các số nguyên x, y thỏa mãn x2 + y2 + 5x2y2 + 60 = 37xy    (1)

                                          (Đề chuyên Nguyễn Trãi 2010-2011)
   *) Phương pháp giải:
Xét phương trình: x2 + y2 + 5x2y2 + 60 = 37xy    (1)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image401.wmf]2222
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Giả sử x,y nguyên thỏa mãn, VT
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Từ đó tìm ra 
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Vậy phương trình có nghiệm nguyên là S = {(2; 2); (-2; -2)}

* Nhận xét: Tương tự như bài toán ví dụ 1 biến đổi phương trình (1) có dạng: f2(x, y)= g(xy).

Ví dụ 3: Chứng minh rằng phương trình 
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= b không có nghiệm nguyên dương khi b = 1 hoặc b = 2 nhưng có vô số nghiệm nguyên dương khi b = 3

* Phương pháp giải:

       Do x, y, z 
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       Đẳng thức xảy ra 
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       Vậy phương trình 
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 = b không có nghiệm nghiệm nguyên khi   

    b = 1 hoặc b = 2 nhưng có vô số nghiệm nghiệm nguyên khi b = 3, chẳng hạn:

( x = a, y = a, z = a) với a là số nguyên dương bất kỳ.

* Nhận xét: Bằng phương pháp bất đẳng thức chứng minh được vế trái của phương trình (1) 
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 ( 3, do đó chỉ ra ngay được rằng vế phải của phương trình b = 1  hoặc b = 2 phương trình vô nghiệm nhưng với b = 3 chỉ ra được vô số bộ ba x = y = z = a (a 
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+

Î

) thỏa mãn phương trình (1).

Ví dụ 4: Tìm số thực x không âm để 
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 có giá trị nguyên.
(Đề thi học sinh giỏi một huyện 2014-2015)

* Phương pháp giải:

 Đặt  
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 nên a = 1; 2; 3; 4

Với a = 1 thì x = 49; Với a = 2 thì x =  
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Với a = 3 thì x = 
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; Với a = 4 thì x = 
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* Nhận xét: Dựa vào nhận xét 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image440.wmf]0
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 tìm tập giá trị a , từ đó tìm a nguyên . Vì x 
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 nên sau khi tìm a thay vào phương trình tìm x thỏa mãn điều kiện.

Ví dụ 5: Tìm nghiệm nguyên của phương trình:




x2  + 2y2 + 2xy + 3y – 4 = 0

(1)

* Phương pháp giải:

Phương trình (1) tương đương với :
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Có vế phải của phương trình - (x + y)2  
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, nên vế phải của phương trình          (y + 4)(y - 1) 
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Suy ra 
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Vì y 
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nên y 
[image: image447.wmf]{-4;-3;-2;-1;0;1}

Î


Vậy phương trình đã cho có nghiệm nguyên là 

                   S={(4; -4); (1; -3); (5; -3);(- 2; 0) ; (2; 0); (- 1; 1)}.

* Nhận xét: Bài này cũng có thể nhân cả hai vế của phương trình (2) với 4 phương trình trở thành: 2(x + y)2 + (2y + 3)2 = 25 bài toán giải tương tự như ví dụ trên. Nhưng ở đây đã khai thác bài toán bằng phương pháp đánh giá vế phải của phương trình (3) có giá trị  
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 nên (y + 4)(y - 1) 
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, do đó tìm ra được các giá trị y nguyên thỏa mãn nên đã không phải chia bài toán thành nhiều trường hợp khai thác được nhiều cách giải độc đáo.

Ví dụ 6: Tìm nghiệm tự nhiên của phương trình:



(x2 + 4y2 + 28)2 = 17(x4 + y4 + 14y2 + 49)

(6)

* Phương pháp giải:


Xét phương trình: (x2 + 4y2 + 28)2 = 17(x4 + y4 + 14y2 + 49) 
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Đặt a1 = 1; a2 = 4; b1 = x2; b2 = y2 + 7

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki, ta có:
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Để phương trình (6) có nghiệm tự nhiên thì: 
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hay 4x2 = y2 + 7
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Vậy phương trình đã cho có nghiệm tự nhiên (x, y) = (2; 3)

3.2.11 Xét số dư từng vế của phương  trình

Ví dụ 1 : Chứng minh rằng không tồn tại các số nguyên x, y, z thỏa mãn: 

                           x3 + y3 + z3 - x - y - z = 2015   (2) 

* Phương pháp giải:

Ta có : x3 - x = (x - 1)x(x + 1) là tích của 3 số nguyên liên tiếp (với x là số 

nguyên). Do đó : x3 - x chia hết cho 3. 
Tương tự: y3 - y và z3 - z cũng chia hết cho 3. 

Từ đó ta có : x3 + y3 + z3 - x - y - z chia hết cho 3. 

Vì 2015 không chia hết cho 3 nên x3 + y3 + z3 - x - y - z ≠ 2015 với mọi số nguyên x, y, z tức là phương trình (2) không có nghiệm nguyên. 

* Nhận xét: Vai trò x, y, z trong phương trình (2) là bình đẳng, do đó chỉ cần xét tính chất của đa thức x3 – x = x(x – 1)(x - 2) là tích của các số nguyên liên tiếp chia hết cho 3. Tương tự, chứng minh được vế trái của phương trình (2) chia hết cho 3, còn 2015 không chia hết cho 3 nên phương trình (2) vô nghiệm.

Ví dụ 2: Chứng minh rằng phương trình: x2 – 5y2 = 27 không có nghiệm là số nguyên.
* Phương pháp giải:


Xét phương trình: x2 – 5y2 = 27


(1)

Vì x là số nguyên nên x chia 5 có dạng: 
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+ Trường hợp 1: Nếu x = 5k thì phương trình (1) 
[image: image462.wmf]Û

(5k)2 – 5y2 = 27

Phương trình vô nghiệm vì vế trái chia hết cho 5, vế phải  không chia hết cho 5.

+ Trường hợp 2; 3: Nếu x = 5k 
[image: image463.wmf]±

1 thì phương trình (1) có dạng:

 (5k 
[image: image464.wmf]±

1)2 – 5y2 = 2
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10k – 5y2 = 26


Phương trình vô nghiệm vì vế trái chia hết cho 5, vế phải không chia hết cho 5.

+ Trường hợp 4; 5: Nếu x = 5k 
[image: image467.wmf]±

2 thì phương trình (1) có dạng: 

(5k 
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2)2 – 5y2 = 27
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Phương trình vô nghiệm vì vế trái chia hết cho 5, vế phải không chia hết cho 5.


Vậy phương trình đã cho không có nghiệm nguyên.

* Nhận xét: Trong bài toán trên đã xét hết tất cả các khả năng của x khi chia cho 5 nên x có các dạng  như (*), dựa vào phương pháp xét số dư của từng vế chứng tỏ phương trình đã cho (1) mâu thuẫn.


Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. 

            Tương tự, ta xét bài toán sau:



Ví dụ 3. Tìm nghiệm nguyên của phương trình: 9x + 2 = y2 + y       (3)

* Phương pháp giải:

Xét phương trình: 9x + 2 = y2 + y 

                        
[image: image471.wmf]Û

9x + 2 = y(y + 1)      (*)

Ta thấy: vế trái của phương trình (*) là số chia cho 3 dư 2 nên để phương trình (3) có nghiệm nguyên thì vế phải phương trình  y(y + 1) chia cho 3 dư 2. 

+ Trường hợp 1: Nếu y chia hết cho 3 hoặc y chia cho 3 dư 2 thì : y(y + 1) đều chia hết cho 3, trái với kết luận trên. 

+ Trường hợp 2: Do đó y chia cho 3 dư 1. 

Đặt y = 3k + 1(k
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) thì y +1 = 3k + 2. Khi đó ta có: 

9x + 2 = (3k + 1)(3k + 2) 
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 9x = 9k(k+1) 
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Thử lại x = k(k+1) và y = 3k + 1(k
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) thoả mãn phương trình đã cho. 

Vậy nghiệm nguyên của phương trình (1) là: 
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Ví dụ 4. Chứng minh rằng phương trình sau không có nghiệm nguyên: 

                                           x2 – y2 = 2014 

 (4)




(Thi thử tuyển sinh vào 10 cấp huyện 2014-2015)

* Phương pháp giải:

* Cách 1. 

Xét phương trình: x2 – y2 = 2014  

(4) 

                        
[image: image477.wmf]Û

(x – y)(x + y) = 2014 

Vì (x – y) + (x + y) =  2x là số nguyên chẵn nên (x – y) và (x + y) cùng tính chẵn lẻ. 

Ta có: (x – y)(x + y) = 2014 suy ra (x – y) và (x + y) đều chẵn.

Do đó: (x – y)(x + y) chia hết cho 4. 

Mặt khác: 2014 không chia hết cho 4. 

suy ra phương trình đã cho vô nghiệm. 

* Cách 2. Số chính phương chia cho 4 chỉ có thể dư 0 hoặc 1. Do đó x2, y2 chia cho 4 chỉ có số dư 0 hoặc 1. Suy ra x2 – y2 chia cho 4 có số dư 0; 1; 3. Còn vế phải 2014 chia cho 4 dư 2. Vậy phương trình không có nghiệm nguyên. 

* Nhận xét: Với cách tiếp cận kiến thức trong các một sau khi phân tích vế trái của phương trình (2) thành nhân tử phát hiện được (x – y) + (x + y) =  2x nên rút ra được nhận xét x – y và x + y có cùng tính chẵn, lẻ. Dựa vào vế phải 2014 là số chẵn nên x – y và x + y có tính chẵn. 

Trong cách thứ hai thấy x2, y2 đều là các số chính phương nên x2, y2 có cùng tính chất chia 4 dư 0, hoặc 1, do đó x2 – y2 chia cho 4 có số dư 0; 1; 3. Còn vế phải 2014 chia cho 4 dư 2.

4. Kết quả đạt được
        Áp dụng sáng kiến này vào giảng dạy ở trường tôi từ năm học 2014 – nay tôi đã thu được các kết quả khả quan. Khi áp dụng và hoàn thiện sáng kiến này, tôi thấy ngày càng có hiệu quả, chất lượng học tập của học sinh mũi nhọn ngày càng cao. Đặc biệt là các em hứng thú học toán hơn, vận dụng và sử dụng thành thạo các phương pháp cho từng bài cụ thể. Kết quả cụ thể như sau: Kháo sát 20 em học sinh khá giỏi năm học 2014- 2015.
	D​ưới điểm 5
	 Điểm 5 - 8
	Điểm 8 - 10

	SL
	%
	SL
	%
	SL
	%

	1
	5
	4
	20
	15
	75


       * Qua quá trình áp dụng sáng kiến này, tôi thấy để có được kết quả cao, giáo viên cần lưu ý một số vấn đề sau: 

       Phải hướng dẫn học sinh nắm chắc bản chất phần lý thuyết.

      Để học sinh nắm vững và hứng thú học tập, giáo viên cần chọn lọc hệ thống bài tập theo mức độ tăng dần từ dễ đến khó, tạo sự tìm tòi cho các em.

       Khi giải một bài toán về phương trình nghiệm nguyên trước hết phải đoán dạng, sau đó mới chọn lựa phương pháp để giải.

       Phải rèn học sinh cách suy nghĩ tìm tòi lời giải và thưc hành nhiều với các bài toán từ dễ đến khó. Đặc biệt nên khai thác vấn đề theo nhiều khía cạnh khác nhau để củng cố và rèn khả năng tư duy sáng tạo cho học sinh. 

       Giáo viên cần đưa ra các bài toán nâng cao hơn từ các bài toán sẵn có, đã làm. Muốn vậy cần phải soạn kĩ trước khi lên lớp để đưa ra phương án giải quyết tốt nhất cho từng bài. 

       Giáo viên cần hướng dẫn học sinh tổng quát hoá bài toán và chọn cách giải hay nhất.

PHẦN BA: KẾT LUẬN VÀ KHUYẾN NGHỊ

1. Kết luận
 Với vai trò của người làm chuyên môn giáo viên dạy toán ở trường THCS trực tiếp bồi dưỡng đội tuyển học sinh giỏi tôi nhận thấy việc giải các bài toán ở chương trình THCS không chỉ đơn giản là đảm bảo kiến thức trong SGK, đó mới chỉ là những điều kiện cần nhưng chưa đủ. Để giỏi toán học sinh cần phải luyện tập nhiều, có phương pháp học tập bộ môn một cách hợp nhằm phát triển được tư duy của học sinh, khắc sâu thành những kinh nghiệm bổ ích. 

Để làm được điểu mong muốn đó người thầy phải biết vận dụng linh hoạt kiến thức trong nhiều tình huống khác nhau để tạo hứng thú cho học sinh. Một bài toán có thể có nhiều cách giải, mỗi bài toán thường nằm trong mỗi dạng toán khác nhau để giải được đòi hỏi học sinh phải biết vận dụng kiến thức một cách linh hoạt, sáng tạo, phải biết sử dụng phương pháp giải phù hợp đối với mỗi dạng bài.

 Các phương pháp giải phương trình nghiệm nguyên rất đa dạng và được ứng dụng rộng rãi, phổ biến trong nhiều bài toán, dạng toán. Chắc chắn rằng còn nhiều phương pháp để giải phương trình nghiệm nguyên và còn nhiều thí dụ hấp dẫn khác. Nhưng do năng lực bản thân có hạn nên trong khi trình bày sáng kiến này sẽ không tránh khỏi những điểm thiếu sót và khiếm khuyết.

 Rất mong được sự góp ý chân thành của hội đồng khoa học ở các quí cấp. Tôi xin chân thành cám ơn!

2. Đề xuất và khuyến nghị
*) Đối với nhà trường: cần quan tâm đáp ứng đủ các điều kiện về cơ sở vật chất, tăng cường mua tài liệu, sách tham khảo phục vụ cho việc dạy và học bộ môn. Động viên giáo viên tích cực tham gia viết sáng kiến, hỗ trợ về mặt thời gian cũng như một phần kinh phí để giáo viên hoàn thành tốt sáng kiến của mình. Qua đó phong trào viết sáng kiến nghiệm đối với giáo viên là một hoạt động thiết thực của bản thân để mọi người cùng thi đua.

*) Đối với phòng giáo dục: Thường xuyên mở các chuyên đề về bồi dưỡng nâng cao chuyên môn nghiệp vụ cho giáo viên, nhất là các chuyên đề về bồi dưỡng học sinh giỏi và các phương pháp giảng dạy hiện đại. 

- Tổ chức các buổi thảo luận, hướng dẫn viết SKKN và giới thiệu các sáng kiến có chất lượng cao, ứng dụng lớn trong thực tiễn
                                                              Hà nội, ngày 10/4/2016

Người viết 
                                                                                 Trần Thị Hải Yến
TÀI LIỆU THAM KHẢO

	Stt
	Tên tác giả
	Năm xuất bản
	Tên tài liệu
	Nhà xuất bản

	1
	Phan Đức Chính
	2004
	SGK, SGV toán 8
	NXB Giáo dục

	2
	Phan Đức Chính
	2005
	SGK, SGV toán 9
	NXB Giáo dục

	3
	Vũ Hữu Bình
	1996
	Toán phát triển đại số 8, 9
	NXB Giáo dục

	4
	Nguyễn Ngọc Đạm - Nguyễn Quang Hanh - Ngô Long Hậu
	2004
	500 bài toán chọn lọc 8
	NXB Đại học sư phạm

	5
	Phạm Gia Đức
	2005
	Tài liệu BDTX chu kỳ III
	NXB giáo dục

	 6
	Đỗ Đình Hoan
	2007
	Tuyển tập đề thi môn toán THCS
	NXB Giáo dục

	7
	TS Lê Văn Hồng
	2004
	Một số vấn đề đổi mới phương pháp dạy học môn toán
	NXB Giáo dục

	8
	Nguyễn Đức Tấn – Vũ Đức Đoàn – Trần Đức Long
	2004
	Chuyên đề bồi dưỡng học sinh giỏi toán THCS
	NXB Giáo dục

	9
	Vụ giáo dục trung học 
	2014
	Tài liệu tập huấn Dạy học và kiểm tra, đánh giá kết quả học tập theo định hướng phát triển năng lực học sinh môn toán cấp THCS
	NXB Giáo dục

	10
	
	Các số
	Tạp chí Toán học và tuổi trẻ
	NXB Giáo dục

	11
	
	Các số
	Tạp chí Toán tuổi thơ 
	NXB Giáo dục

	12
	
	2000
	Phương trình và bài toán với nghiệm nguyên
	Vũ Hữu Bình
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